
線形変換
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
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• この変換は点xを点yに写像する．

• xが 2倍になればyも 2倍．

• x = x1 + x2 のとき y = y1 + y2．ただし y1 = Ax1, y2 = Ax2

• クイズ
– この写像の様子を図を書いて説明せよ．(適当な三角形を考え，xとして三角形の
頂点をとってみよ．写像された三角形と元の三角形の関係は？)

– Aの固有値，固有ベクトルを求めよ．

– 写像において，固有値，固有ベクトルはどのような意味をもつか？

– 行列式の意味を説明せよ．
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座標変換

y = Ax, A =




2 1

1 2




• 行列Aの各列を新しい座標系ΣAの基底ベクトルとする．元の座標系をΣ0とするとき，
それぞれの座標系でベクトル (1, 3)を図に描け．

• 任意の点pを行列Aで変換した点を qとおく．

q = Ap

このとき，Σ0におけるp, qの表現とΣAにおけるp, qの表現の関係を求めよ．

Σ

Σ

0

A

座標変換
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ベクトルの表現
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座標変換

A =




2 1

1 2


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
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• Σ0での表現

p =



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3


 = 1




1

0


 + 3




0

1




• 同様に

p =
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
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• ΣAでの表現

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
 = A−1p =

1

3




2 −1

−1 2







1

3


 =

1

3



−1

5




座標変換 3



線形変換

• 行列Bを

B =




1 2

2 1




とする．Aと同様にBによる線形写像を考察せよ．

• Rを 2次元の回転行列

R =




cos θ − sin θ

sin θ cos θ




とする．Rによる線形写像を考察せよ．
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剛体の位置と姿勢

• 3次元空間内の剛体の位置・姿勢の表現方法

– 基準座標系: ΣA = OA–{XA, YA, ZA}
– 剛体座標系: ΣB = OB–{XB, YB, ZB}
– OBの位置ベクトル: ApB

– XB, YB, ZBの方向を向く単位ベクトルをΣAで表したもの: AxB, AyB, AzB

– ΣAから見た剛体の位置: ApB

– ΣAから見た剛体の姿勢: {AxB, AyB, AzB}

• 回転行列
– ARB = [AxB

AyB
AzB]

– (ARB)T (ARB) = I3

– (ARB)−1 = (ARB)T
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ベクトルの表現

• ΣAとΣBの原点は一致しているとする

• あるベクトルr

– ΣAから見たとき (ΣAでの表現): Ar = [Arx
Ary

Arz]
T

– ΣBでの表現: Br = [Brx
Bry

Brz]
T

Ar = AxB
Brx + AyB

Bry + AzB
Brz

Ar = ARB
Br

同様に，(ΣAとΣBの立場を逆にすれば)

Br = BRA
Ar

• 上の関係は任意のrについて成り立つから

(ARB)(BRA) = I3
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座標系の関係

• ΣA，ΣBと原点が一致している第 3の座標系ΣC

• rのΣCにおける表現Cr

Br = BRC
Cr, Ar = ARC

Cr

ARC
Cr = Ar = ARB

Br = ARB
BRC

Cr
ARC = ARB

BRC, ARB = (CRA)T CRB

ARB =




(CxA)T CxB (CxA)T CyB (CxA)T CzB

(CyA)T CxB (CyA)T CyB (CyA)T CzB

(CzA)T CxB (CzA)T CyB (CzA)T CzB



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同次変換行列

• 2つの座標系ΣA, ΣB(原点が一致していない)

• ΣAに対するΣBの位置: ApB

• ΣAに対するΣBの姿勢: ARB

• ΣBに関してBrで表示された点をΣAで表示

Ar = ARB
Br + ApB




Ar

1


 =




ARB
ApB

0 0 0 1







Br

1




• 同次変換行列
AT B =




ARB
ApB

0 0 0 1




• [注意！]:

Ar と



Ar

1


 ，Br と




Br

1


 を同一視することがある．
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同次変換

• 同次変換
Ar = AT B

Br

• 例
– ΣBはΣAと原点が一致していて，ZAまわりに α回転した位置にある．このとき

AT Bを求めよ．

– ΣBはΣAに対してYA方向に2，ZA方向に1だけ並進した位置にある．このときAT B

を求めよ．
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同次変換の分解
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• 同次変換行列



ARB
ApB

0 1


 =




I3
ApB

0 1







ARB 0

0 1


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• 同次変換
Ar = AT B

Br

• ベクトルの回転・並進としての解釈
– ΣAにおいてBrで表現される点
をΣAに関してARB回転し，そ
れをΣAに関して ApB並進する
とArを得る．

– ΣBにおける表現がBrである点
の ΣAにおける表現は Arであ
る．
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座標系の回転・並進としての解釈

−1 0 1 2 3 4 5
−1

0

1

2

3

4

5

• ΣAをΣAに関して ARB回転し，そ
れを ΣAに関して ApB 並進すると
ΣBを得る．

• ΣAをΣAに関して ApB並進し，そ
の場でARB回転するとΣBを得る．
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座標系の回転・並進としての解釈 [注意 1]

−1 0 1 2 3 4 5
−1

0

1
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4

5

• ΣAをΣAに関して ARB回転し，回
転後の座標系Σ′

Aに関して
A′

pB並進
してもΣBにはならない！
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座標系の回転・並進としての解釈 [注意 2]

−1 0 1 2 3 4 5 6
−1

0
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• ΣAをΣAに関してApB並進し，ΣA

に関して ARB回転してもΣBには
ならない！
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同次変換の積

• 3つの座標系ΣA, ΣB, ΣCがあり，ΣAとΣBの関係がAT B，ΣBとΣCの関係がBT Cで与
えられるとき，ΣAとΣCの関係は？

AT C = AT B
BT C

• ここで
AT B =




ARB
ApB

0 1


 =




I3
ApB

0 1







ARB 0

0 1




つまり
AT C =




I3
ApB

0 1







ARB 0

0 1







I3
BpC

0 1







BRC 0

0 1




に注意する．
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同次変換の積の解釈

1. 左から解釈する方法

(a) ΣAをΣAに関してApB並進

(b) それをその場でARB回転−→ ΣBを得る

(c) ΣBをΣBに関してBpC並進

(d) それをその場でBRC回転−→ ΣCを得る

2. 右から解釈する方法

(a) ΣAをΣAに関してBRC回転

(b) それをΣAに関してBpC並進−→ Σ′
Bを得る

(c) Σ′
BをΣAに関してARB回転

(d) それをΣAに関してApB並進−→ ΣCを得る
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同次変換の積の例題，逆変換

• 例題

AT B =




√
3/2 −1/2 0 2

1/2
√

3/2 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1



, BT C =




1/
√

2 1/
√

2 0 1

−1/
√

2 1/
√

2 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1




左から解釈する場合と右から解釈する場合の図を書き，確認せよ．

• 逆変換
BT A = (AT B)−1 =




(ARB)T −(ARB)T ApB

0 1



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