
最小2乗法

• 冗長決定系において誤差の 2乗和を最小とする解法

GivenA and y, find x s.t. min
x∈Rn

‖y−Ax‖2 (A : m×n,m > n)

– 冗長決定系: 未知数の数より方程式の数の方が多い連立
方程式系y = Ax

– (Aがフルランクのとき)解:

x = A†y = (ATA)−1ATy A† : Aの疑似逆行列

• 例 (直線の当てはめ): Given xi and yi, find a, b s.t.,

min
a,b

N∑
i=1
(yi − (axi + b))

2 = min
x

‖y − Ax‖2

y =




y1

y2
...

yN



, A =




x1 1

x2 1
... ...

xN 1



,x =


 a
b




x_i: 0.000 0.500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000 3.500 4.000 4.500 5.000
y_i: 2.991 3.973 5.487 5.938 6.848 8.397 9.757 8.690 9.535 11.799 13.268
a: 1.877 b: 3.187
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疑似逆行列

• Ax = yにおいてAがフルランクでない場合

– 最適解: Ax = yをみたすすべての解のうち，最小の長
さを持つ

– Ax = yをみたすひとつの解をx0とする．

– Aの行空間を ImAT，零空間をKerAとすると任意のベ
クトルは行空間上への射影と零空間上への射影とに分
解できるから，x0の分解を

x0 = xr +w

とする．

– 任意のw ∈ KerAに対しAw = 0が成り立つから，

Ax0 = A(xr +w) = Axr = y

– Pythagoras の定理より

‖x0‖2 = ‖xr +w‖2 = ‖xr‖2 + ‖w‖2

– したがって，最適解はxr ∈ ImAT

• xr = A
+yとするA+の持つ性質

y

p = Py
x  = A  p

r

+

x  = A  y
r

+

y - pA  (y - p) = 0
+

Im A
T

Ker A
T

Ker A

Im A
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疑似逆行列の例

• 例 1:

A =




1 0 0

0 1 0

0 0 0




– まずy = [y1, y2, y3]
Tとすると，p = Py = [y1, y2, 0]

T

– 次にAx = pを解くとx = [y1, y2, x3]
T (x3 は任意)

– xの長さを最小にするにはx3 = 0

– ゆえに

A+ =




1 0 0

0 1 0

0 0 0




• 例 2:

A =




µ1 0 0 0

0 µ2 0 0

0 0 0 0


 (µ1 > 0, µ2 > 0)

– y = [y1, y2, y3]
Tとすると，p = Py = [y1, y2, 0]

T

– Ax = pを解くとx = [y1/µ1, y2/µ2, x3, x4]
T

– xの長さを最小にするにはx3 = x4 = 0

– ゆえに

A+ =




µ−1
1 0 0

0 µ−1
2 0

0 0 0

0 0 0



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疑似逆行列と特異値分解

• 特異値分解: 任意のm×n行列はA = UΣV Tに分解するこ
とができる．ここでUはm×m直交行列，V はn× n直交
行列，Σはm× nの対角行列である．
– Σの対角要素は零を含むときがある

Σ =




µ1 0 0 0 0

0 µ2 0 0 0

0 0 . . . 0 0

0 0 0 µr 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




• 疑似逆行列の公式: A+ = V Σ+UT

Σ+ =




µ−1
1 0 0 0 0 0

0 µ−1
2 0 0 0 0

0 0 . . . 0 0 0

0 0 0 µ−1
r 0 0

0 0 0 0 0 0




– まず‖Ax − y‖ = ‖UΣV Tx − y‖ = ‖ΣV Tx − UTy‖
– 次にz = V Tx = V −1xを導入すと，‖Σz − UTy‖を最
小化する解はz = Σ+UTy

– したがって，
x = V z = V Σ+UTy
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ビジョンシステムのキャリブレーション
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• キャリブレーション: 対象位置WT O，物体形状Ori，およ
び物体画像xi, yi (for i = 1, . . . , N)が既知とする．カメラの
パラメータP = A(WT C)

−1を求めよ．

si




xi
yi
1


 = P

WT O



Ori
1




• Pのサイズは3× 4であり，自由度は12．ただし，P ′ = αP
に対しても上式は成立するため，本質的には 11自由度．

• 1点の観測につき2自由度の情報が得られるため，6点を観
測すればPは決定可能．

• しかしノイズの影響などにより，精度よく推定するために
は数十程度の点を計測する必要があり，現在もまだアクテ
ィブな研究対象である．
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キャリブレーションアルゴリズム

• キャリブレーション: Find P s.t.

min
P∈R3×4

∑
i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

si




xi
yi
1


 − P




Xi
Yi
Zi
1




∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

• P = [Pij],P = [P11, P12, . . . , P34] ただしP34 = 1

s1x1 − P11X1 + P12Y1 + P13Z1 + P14

s1y1 − P21X1 + P22Y1 + P23Z1 + P24

s1 − P31X1 + P32Y1 + P33Z1 + 1

0 −
[
X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 x1X1 x1Y1 x1Z1 x1

]
P

0 −
[
0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 y1X1 y1Y1 y1Z1 y1

]
P

• P̂ = [P11, P12, . . . , P33]




x1

y1

x2

y2
...

yN




−




X1 Y1 Z1 1 0 0 0 0 x1X1 x1Y1 x1Z1

0 0 0 0 X1 Y1 Z1 1 y1X1 y1Y1 y1Z1

X2 Y2 Z2 1 0 0 0 0 x2X2 x2Y2 x2Z2

0 0 0 0 X2 Y2 Z2 1 y2X2 y2Y2 y2Z2
...

0 0 0 0 XN YN ZN 1 yNXN yNYN yNZN




P̂

y − Ax

• 最小 2乗問題
min
x

‖y − Ax‖2
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ビジュアルサーボシステムの感度
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対象物上の 2点を観測

• 2点の像

ξ =


 x1

x2


 , x1 = −f B

D
, x2 = f

B

D

• カメラの自由度
p =


 ∆X
∆Z




• カメラが動くことによる像の変位
∂ξ

∂p
=


 − f

D
fB
D2

− f
D −fB

D2




• ヤコビ行列
J =

∂ξ

∂p
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感度解析の例

• たとえば D = 1000, B = 100, f = 100 のとき

J =


 −0.1 0.01

−0.1 −0.01



• 特異値分解
J = UΣV T

U =


 −0.707 −0.707
−0.707 0.707


 , Σ =


 0.141 0.0

0.0 0.014


 , V T =


 1 0

0 −1



• かたい方向・柔らかい方向
JV = UD, Jv1 = σ1u1, Jv2 = σ2u2

• カメラの運動 −→ 特徴量の運動

X

Z

x

x

1

2

Camera Motion Feature Motion

Image Jacobian

u
1

u
2

v
1

v
2
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感度の解釈
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• カメラのu1 (= X)方向の運動は大きな画像の変化 (v1方向)

Image Plane

x
1

x
2

• u2 (= −Z)方向の運動は小さな画像の変化 (v2方向)

x
1

x
2

Image Plane

• ビジュアルサーボは画像偏差に基づいてアクチュエータを
動かすので，X方向にはかたく，Z方向には柔らかくなる．

• ヤコビ行列の特異値分解を用いることで制御システムの持
つ特性を評価できる．
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