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1 Constrained Problems

KKT条件に関する証明，および KKT条件と Dual Form
との関係を簡潔に示す．本資料に関して不明な点があれば

メールにて質問してほしい．

簡単のため，等式条件の入らない問題について説明する．

minimize f(w), w ∈ Ω
subject to gi(w) ≤ 0, i = 1, . . . , k

(1)

2 Saddle Point Condition

定理 1: (1)式の最適化において，f, gi : Rn → Rは任意

の関数とし，Lagrangian

L(w, α) = f(w) +
k∑

i=1

αigi(w) where αi ≥ 0 (2)

を考える．もし，任意のw ∈ Rnと任意の α ∈ [0,∞)n に
対して

L(w̄, α) ≤ L(w̄, ᾱ) ≤ L(w, ᾱ) (Saddle Point) (3)

が成り立つような w̄ ∈ Ωと ᾱi ≥ 0 (i = 1, . . . k)が存在す
るならば，w̄は (1)のひとつの解である．
(証明) (3)をみたす w̄, ᾱを考える．このとき第 1の不等
式より

k∑
i=1

(αi − ᾱi)gi(w̄) ≤ 0 (4)

を得る．αiは任意であるから αi = ᾱi +1, αj = ᾱj (j �= i)
とおくと gi(w) ≤ 0であるから，最適化の条件をみたす．
一方，αi = 0, αj = ᾱj (j �= i)とおくと ᾱigi(w̄) ≥ 0とな
る．このふたつの条件を同時にみたすためには

ᾱigi(w̄) = 0 i = 1, . . . k (5)

でなければならない．最後に，gi(x) ≥ 0を考慮すると (3)
の第 2の不等式より f(w̄) ≤ f(w)が任意のwに対して成

り立つ．したがって w̄は最適である．

なお，証明は省略するが，以下の条件 (i)または (ii)が
成り立つとき，上記の w̄は唯一の最適解となる．

(i) すべての i = 1, . . . , k に対して gi(w) < 0となるよ
うなw ∈ Ωが存在する．

(ii) 任意の α �= 0に対し，
∑k

i=1 αigi(w) ≤ 0となるよ
うなw ∈ Ωが存在する．

3 KKT-Gap

(3)は任意の関数 f, giに対して L(w̄, ᾱ)が鞍点 (Saddle
point)となる条件であったが，f, giが微分可能な場合には

より使いやすい形で表現することが可能である．

定理 2: f(w), gi(w)は w = w̄ において (下に)凸であ
り，微分可能とする．以下の条件をみたす ᾱi (i = 1, . . . , k)
が存在するならば，w̄は最適化問題 (1)の解である．

∂L(w̄, ᾱ)
∂w

=
∂f(w̄)

∂w
+

k∑
i=1

ᾱi
∂gi(w̄)

∂w
= 0,

(Saddle Point in w̄), (6)
∂L(w̄, ᾱ)

∂αi
= gi(w̄) ≤ 0, (Saddle Point in ᾱ), (7)

k∑
i=1

ᾱigi(w̄) = 0, (Vanishing KKT-Gap). (8)

(証明) 凸関数の性質1を用いて f(w)− f(w̄) ≥ 0が任意
のw ∈ Ωについて成立することを示す．

f(w)− f(w̄) ≥ ∂f(w̄)
∂w

T

(w − w̄) (Convexity)

= −
k∑

i=1

ᾱi
∂gi(w̄)

∂w

T

(w − w̄) (from (6))

≥ −
k∑

i=1

ᾱi(gi(w)− gi(w̄)) (Convexity)

= −
k∑

i=1

ᾱigi(w) (from (8))

≥ 0 (from (7)) (9)

したがって w̄は f の最小値を達成する．

4 Dual Form

これまではwに関する最小化を考えてきたが，Lagrangian
L(x,α) に関する鞍点条件を考えると，これはαに関する

L(x,α)の最大化問題ともとらえることができる．つまり

maximize L(w, α) = f(w) +
∑k

i=1 αigi(w),
where (w, α) ∈ W

(10)

ただしW は次式で定義される集合である．

W :=

{
(w, α)

∣∣∣∣∣ w ∈ Ω, αi ≥ 0 (i = 1, . . . k)
and ∂L(w,α)

∂w = 0

}
(11)

1f(w) が下に凸であるから Taylor 展開して 2 階微分が正定行列．
gi(w) が w に関して線形ならばふたつめの不等号は等号．


